CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA ,,PANAITOPOL”
EDITIA a VIIl-a, TULCEA, 2 aprilie 2016
Clasaa VIl -a

Solutii orientative si bareme

Problema 1.

1. a) Determinati numerele naturale nenule n care au proprietatea ca d 2 11 este numar prim
pentru orice divizor d al lui n.

b) Determinati numerele naturale nenule n care au proprietatea ca d?+2 este numdr prim
pentru orice divizor d al lui n.

**k*

a) Avem n=22.q unde aeN si impar, Daci q>1 , atunci q2 +1 este par si )
mai mare decat 2. Cum q| n ajungem la contradictie. Deducem ca n=22 . P
Pentru ae{0,1,2} , obtinem ne{1,2,4} . Pentru a>3 , numarul 2° se divide .

p
cu 8. Cum 82 +1=65 nu este prim, nu mai avem solutii.
b) Numarul n este impar, deci este de forma n= 3. p ,unde be N, iar p este
un numar impar nedivizibil cu 3. Daca p >1, atunci p2 +1> 3 si se divide cu 5
3, fapt care nu convine cerintei. Deducem ca n=3". Pentru b e {0,1,2}, P
obtinem n e {1, 3 9} .
Pentru b >3, numarul 3° se divide cu 27, iar 27 +2 =731=17-43, deci nu mai 2
avem solutii.
Problema 2.
Demonstrati ca daca a=99...9 si b=33...3, atunci numarul N =a+6b+4 este patrat

— —
4n cifre 2n cifre
perfect.
Prof. Tanta Costea
Observam ca a=10*" -1 , iar 30=10"" -1 3p
2

Atunci N =10"" ~1+2.10%" -2+ 4 = (107" +1 ap
Problema 3.

k  1+243+...+2k
JL+3+5+...+(2k-1)

Pentru fiecare k e N definim numerele a, = 2k +(~1) si

Sy =9 +ay+...+ay
a) Aratatica S; =8,
b) Determinati k € N" pentru care numarul Sy este divizor al lui 2016.
Prof. Tanta Costea




a) Avem \1+3+5+...+(2k—1) = k2 =k, iar 1+2+3+...+ 2k =k (2k +1) 1p

. -1,k impar
Obtinem a, = 1p

4k +1, k par

81:a1+a2:—1+9:8 1p
b) Sy =4k(k+1) 2p
4k (k +1)| 2016 rezultd k {1,2,3,6,7,8} 2p
Problema 4.
Se considera triunghiul ascutitunghic ABC si D piciorul analtimii din A. Punctul M este situat

pe segmentul (AD) astfel incét% = % . Aratati cd, dacd N este piciorul perpendicularei

din D pe BM, atunci AN L NC .
eleva Ana Maria Radu, 2013

Fie P punctul de intersectie a paralelei prin A la dreapta BC cu dreapta BM.

Triunghiurile AMP si DMP sunt asemenea, deci % = AP

BD 3p
Cum ﬂ = Q, rezulti ca AP =CD
DM BD
Deducem ca patrulaterul ADCP este dreptunghi. 2p

Fie {O} =ACNDP . Avem NO = PD_AC . Cum [ND] este mediana in
2 2 2p

triunghiul ANC, deducem ca AN L NC.
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Problema 1.
1. Determinati numerele naturale nenule n care au k divizori naturali, d;,d,,...,d,, k>4 ,cu

1=d; <d, <...<dy =n, stiind ca d; +d; 4 +d;,, =d; 3 pentru oricare i =1,k -3 .
Lucian Petrescu, Mircea Fianu

. . nnn .
Fie 1, X, y si z primii cei mai mici divizori ai lui n. Atunci numerele —,—,— sin
z X
sunt, in ordine cei mai mari divizori ai lui n. 2p
Prin urmare 2+ 14 n, echivalent cu 1+£+1 =1.
Z Yy X X y z
Obtinem x=2,y=3,z=6 . Deducem ca n se divide cu 6 . 3p
Daca n>6 , atunci numarul 2+3+6=11 il divide pe n si cum n se divide cu 2,
inseamnd cad n>22 . Inseamna ca numarul 3+6+11=20 1l divide pe n. 2p
Ca urmare 4 il divide pe n. Contradictie, caci 3<4<6 . Rezulta n=6

Problema 2.
Ardtati ca, dacd X,y >0 si X+ Yy =1, atunci au loc inegalitdtile:

\/53\/x2+y+\fx+y2 <2.

Lucian Petrescu

Avem

2 _ 2 22_ 2 .2 3,3 2.,2
[E(x,y)] _(\/x +y+\jx+y ) =x°+y +x+y+2\fx +y3 Xy +Xx°y2

3p
echivalent cu[ E(x, y)]2 —1+(x+y)? —2xy+2\1-2xy + x2y? sau
[E(xY)] =2(1-xy)+2(L-xy)=4(1-xy) <4 , deoarece xy <1 .
.Pe de alta parte, din inegalitatea mediilor, obtinem Xy S% , deci 4p

Obtinem 3< E(x, y)2 <4, de unde rezulti concluzia.

Problema 3.
Sa se determine numerele naturale nenule @, b, csid, a<b<c<d , care verifica simultan
egalitatile a+b+c=d si ad+b®+cd=d?.

Lucian Petrescu, Mircea Fianu

Avem a3+b3+c3:(a+b+c)2<3(a2+b2+c2) 2p

Daci a >3, atunci a°+b%+¢® >3(a2+b2+c2),rezulté a<?2. 1p




a+b+c)(a®+b?+c?
Pe de alta parte, d2=a3+b3+c3>( )(3 )=%-(a2+b2+cz)

2p

2
b 2
Deci 3d >a®+b%+c? . Dar a? +b? +c? >w:%. Obtinem d <9,

adica d <8 .

2p

Daca a=2 si d <8, atunci b+c <6 , contradictie.

Daca a=1, obtinem b=2 si c=3.

Problema 4.

Se considera o prisma dreaptda A/A;...A,AA...A,, n>3 , avand baza un poligon regulat. Se

stic ca m( AR, AyAL ) =m( A, AAy ).
a) Aratatica n=4;
b) Daca m(AQAé, AéAs) =60" si AA =a , exprimati volumul prismei.

Mircea Fianu

a) Fie P simetricul punctului A; in raport cu A, . Triunghiurile AAyA; si A/AyP sunt

congruente, deci AA;=AP .Cum AP =AA; , rezultd ca AA, L PA; . Deducem 3p
ca paza prismei este patrat.
b) Se consider cazurile : m(AZOAS) =60" si m(AZOAs):120° 4p
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L]

o {z}
a) Determinati As.
b) Aratati ca A, este infinita daca si numai daca n = 0.

Problema 1. Consideram multimea A,, = {x eR| n}, cu n numar natural.

Pepino Dinca, Caracal

Solutie. a) Daca x € As, atunci [z] = 3{z} si, cum 0 < {z} < 1, rezulta ca
[z] €10,3), deci [z] € {0,1,2} .o i 2p
Cum {z} #0,se obtine A3 = {3, 5} ... 1p

b) Daca n # 0, se obtine An—{ k(ntl) ‘ ke{l,2,. n—l}} ............... 2p
Pentru n = 0, avem Ay = (0,1), de unde concluzia............................ 2p

Problema 2. Fie ABCD un patrulater convex, cu {O} = AC N BD, si punctele
M € (AD), N € (BC) astfel incat 24 = JC.

a) Aratati ca daca O € MN, atuncn AD | BC' (ABCD este trapez sau paralelo-
gram).

b) Aratati ca daca O este mijlocul segmentului [MN] , atunci ABCD este paralelo-
gram.

Adrian Stroe, Caracal

NC

Solutie. a) Notand %—é = xg = k>0, rezulta OM = 1JlrkOA + 1+k@ si —> =
T +k0? + mO? .................................................................. 2p
Deoarece vectorii OA si O? sunt coliniari, exista a € R astfel incat OA =a O?@
similar, eX1sta b € R astfel mcat O? = bO@ ...................................... 1p

(ﬁ si, din proportionalitatea coordonatelor vectorilor

Atunci OM 4—@ + 1%
coliniari OM si ON descompusi in functie de vectorii O? si O? rezulta a = b .

Dealclobtmemzﬁ O?—OA-@O?—@O?-@C@ deci AD || BC' ..... 1p

b) Daca O este mijlocul lui [MN], atunci OM = —ON si, egaland coordonatele

vectorilor OM 51 —ON (vezi exprimarile de mai sus), rezulta a =b=—1.......... 1p

Ca urmare, OA =— O? si O? = — O? , deci O este mijlocul diagonalelor [AC] si
[BD], adica patrulaterul ABCD este paralelogram................................. 1p



Problema 3. Daca a, b sunt numere reale pozitive cu a + b = 1, aratati ca

13

T(t ) 40T Y) > o

Marius Perianu, Slatina

Solutie. Deoarece (a*+b*)(a*+b%) = a”+b"+a®b*(a+Db), inegalitatea de demonstrat

se rescrie (at +b*) (7T —4(a® + %) +4a® > 12 ... 1p
Notand ab = p, avem a® +b® = (a + b)? — 3ab(a + b) = 1 — 3p si, deoarece a? + b* =
(a+b)? —2ab =1—2p, rezultd si a* + b* = (a® + b?)? —2a%0*> = 1 —dp +2p*.... .. 2p
Asadar, sd ardtam ca (1 —4p + 2p?) (3 + 12p) +4p® > 12, echivalent cu 4p® — 6p* +
£ >0, adicd (p— 1) (4p* — 5p —23) 20 2p
Deoarece 0 < p = ab < (‘%b) < }l < 1, rezulta ca 4p® < 4p < 5p < 5p + g, deci
p—3 <0sid4p* —5p—2 <0, deunde concluzia........................... .. 2p

Problema 4. Determinati termenul general al girului de numere naturale nenule

2
G : o : a, no any —4
(an)n>1, stiind ca a; este impar si ca are loc relatia — — = ———— pentru
2n+a, a, 3

orice numar natural n > 1.

Pepino Dinca, Caracal

3a3 — 3na, — 6n?

Solutie. Din ipoteza obtinem a,,; = 4 + , pentru orice numar

an(2n + a,)

NALUTAl 10 = L 1p
Cum ay € N, rezultd cd ay | 3a3 —3a; —6,deciay | 6.........cooiiiiiiii, 2p
Dar a; este impar, deci a; = 1, pentru care se obtine as = 2 € N, sau a; = 3,

pentru care o & N oo 2p
Agadar a, = 1, ay = 2 si, prin inductie, se arata ca a, = n, pentru orice numar

NALUTAl 10 = L 2p



Clasa a 10-a

Problema 1. Fie r o radacina complexa a ecuatiei 22 + 2 +1 = 0 si a, b, ¢ trei
numere complexe nenule care au acelasi modul i verifica relatia § + % + <=3
Demonstrati ca q?016 = p2016 = 2016,

Solutie. Avem |a/b| = |b/c| = |c/a] =1+ |a/b| + |b/c|+ |c¢/a] =3|r| =3 ....... 2p
Deoarece suma modulelor unor numere complexe este egala cu modulul sumei lor
daca gi numai daca ele corespund unor vectori cu aceeasi directie si |a/b| = |b/c| = |c/al,

rezulta a/b =b/c=c/a ... ... 3p
Astfel a = br = cr?, iar din r2°'6 = 1 rezulta concluzia ......................... 2p
Alta solutie. Luand conjugate obtinem Z +E+2=3r=3r". ... 2p
Prin adunare rezultd )~ ¢ = —3, deci ). a*b = —3abc, sau Y a ) ab = 0, adica
D = 0. 3p
Rezulta ca a, b, c sau %, %,% sunt varfurile unui triunghi echilateral cu centrul in
origine, deci a® = b3 = ¢3, de unde concluzia................... ... ... ..., 2p

Problema 2. Rezolvati in R ecuatia z'°%16% = 4 — 8.

Solutie. Observam ca ecuatia are solutia }l ..................................... 2p
Notand log,s x = y, ecuatia se scrie 16V +8-16Y =4 ... 2p
Dar 24° 4+ 2913 > 21/247+4y+3 > 21/92 — 4, cu egalitate numai dacd y = —1, adicd

1
r = R I 3p

Problema 3. Fie p, m, n numere naturale nenule, cu m < n. Determinati numarul
p—uplurilor de multimi (X, Xo, ..., X)) care verifica simultan relatiile:

) X UXoU...UX,={1,2,...,n};

ii) multimea X; N X5 N ... N X, are m elemente.

Solutie. Cele m elemente comune pot fi alese in C)" moduri.................... 2p
Fiecare dintre cele n —m elemente ramase poate fi distribuit in cele p multimi, astfel
incat sa apara in cel putin o multime, dar nu in toate, in 2 — 2 moduri........... 3p
Numarul cerut este (27 — 2)" O ..o 2p

Problema 4. Fie ABC'D un patrulater convex, P perimetrul sau si G' centrul sau
de greutate (punctul al carui afix g verifica relatia 49 = a + b+ ¢+ d, unde a, b, ¢, d
sunt afixele varfurilor A, B, C, respectiv D).

a) Aratati ca GA+GB+ GC +GD < P.

b) Aratati ca, daca ABCD este paralelogram, atunci MA+MB+ MC+ MD < P,
pentru orice punct M din interiorul lui ABCD.

Solutie. a) GA = |g—a| = ilb+c+d—3al < i(b—a|+|c—a|+|d—a|]) <
1(2lb—a|+|c—b|+|d—a|) = :(2AB+ BC+ AD); prin adunare cu analoagele obtinem
CONCIUZIA CETULA. . ..\ttt e e e e e e e e e e 4p

b) Observam ca, daca T este un punct al suprafetei triunghiulare [ XY Z], diferit de
varfuri si {7"} = YT NXZ, atunci TY + TZ <TY +T'Z < XY + XZ .......... 1p

Deoarece M apartine uneia dintre suprafetele triunghiulare [ABC], [ADC] rezulta
MA+ MC < AB+ BC, analog MB + MD < AB + BC, de unde concluzia ... ... 2p
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Problema 2. a) Dati exemplu de o matrice A € M, ({0,1}), care verifica relatia

1 111
, | 1111
A= 1 111
1 111
1 1 1 1
1 1 1 1
b) Aratati cd dacd J € M, (Q), J=| ... ... ... ... | siexista X € M,(Q),
1 1 1 1
1 1 1 1
astfel incat X? = .J, atunci n este patrat perfect.
1010
. N 01 01
Solutie. a) Consideram de exemplu A = 001 0 1 | 2p
1010
b) Cum J? = nJ, orice valoare proprie a matricei J verifici ecuatia A = n\, deci
A E 0, M 1p
Apoi cum tr (J) =nsitr(J) = A + ...+ A\, unde Aq, ..., \, sunt valorile proprii
ale matricei J, rezulta ca \; + ...+ A\, = n, care conduce la \; = ... = \.,_1 =0 si
A T Tl et 2p
Daca i1, ..., jt, sunt valorile proprii ale matricei X, rezultd ca matricea X? are
valorile proprii u?, ..., u2 . Deoarece X? = J, avem ci jy = ... = fi,_1 = 0, iar yu, €
{£v/n}. Dar tr (X) = p1 + ... + py € {£v/n}, iar tr(X) € Q, deoarece X € M, (Q).
Rezulta \/n € Q, deci n este patrat perfect............ ..., 2p

Problema 2. Fie A € M,(R) cu A> = O,. Aritati c& pentru orice matrice
B € M,(R) au loc inegalitatile det (AB — BA) < 0 < det (AB + BA)

Solutie. Folosind faptul ca det(A + xB) = det A + (TrA-TrB — Tr(AB)) - = +
(det B) - 2% obtinem det(AB +xBA) = det(AB) + (Tr(AB) - Tr(BA) — Tr(AB - BA)) -
x+det(BA) - 22 = det(AB) + [(Tr(AB))? — Tr(A2B?)] - v + det(BA) - 2% = det(AB) +

(Tr(AB))? - +det(BA) - 22 .o 4p
A?=0y=det A=0=det(AB) =det A-det B=0.......................... 1p
x = —1= det(AB — BA) = 2det(AB) — (I'r(AB))* = — (Tr(AB))* <0....... 1p
z =1= det(AB + BA) = 2det(AB) + (Tr(AB))* = (TT(AB))> > 0........... 1p



Problema 3. Fie (a,),>1 un sir convergent de numere reale pozitive. Calculati
I i k
im
n—00 .1 n2 + ag

Florian Dumitrel, Slatina

n k nok
Solutie. Fie a = lim a,. Notam a, = >, si b, = . Avem
n—o0 k=1 ’I’L2 —+ Q. k=1 TL2 +a
1 1
b= 2p
2(n?4+a) 2
Sirul (an)n>1 este convergent, deci exista M > 0 astfel incat |a,| < M pentru orice
n > 1. Prin urmare, |ax — a| < |ag| + |a| < M +a pentruorice k > 1.............. 1p
n k|ay — al M+a 2 n+1
Deoarece |a,, — b,| < < k=(M+a — 0,
| | kgl (n? 4+ ax)(n? + ax) n4 k;l ( ) 2n3
rezultd Hm (a, —bn) = 0.0 3p
n—oo
Din relatia a,, = (a, — b,) + b, deducem ca ﬂ}Llrrolo ay = % ........................ 1p

Problema 4. Se considera girul (a,),>1 definit prin
a >1lgiap =a,+ ;- n=1
Calculati lim a, si lim %

n—oo n—o0

Florian Dumitrel, Slatina

Solutie. apqpq = 2 an~%:2\/ﬁ—>oo:>an—>oo ............................ 1p
Aratam ca sirul (%)@1 este convergent. Demonstram prin inductie ca a, > n
pentru orice n € N*. Pentru n = 1 avem a; > 1. Presupunem ca a; > k pentru un
numéar natural k& > 1. In aceastdl ipotezd avem a1 — (k+ 1) = ag + % —(k+1) =

2 (k+1 k - -
a4~ ( l‘k)“” — (o %“k Do 0= g > kA Lo 2p
—a2 . v
e - = ﬁ < 0= (ay)n>1 este strict descrescator..................... 1p
Fiind marginit inferior de 1, sirul (a—”) este convergent. Daca L = lim 22, atunci
n/nz1 n—oo M

L = L 1p
Vom determina pe L, folosind lema Stolz-Cesaro: ("fl)i“z w % = % 1p
L:hm“—":%é[/: ...................................................... 1p

n—oo



Clasa a 12-a

Problema 1. Determinati toate polinoamele de forma f = X" +a; X" ' 4+a, X" 2+

..+a, (unden € N*) | cua, € {—1,1}, k =1,2,...,n, care au toate radacinile reale.
Solufie. Avem 2% ... 22 = a2 =1gizi+... +22=a?—2aa<3............... 2p
Folosind inegalitatea mediilor rezulta 3 > 2% + ... + 22 > n{/z}...22 = n, deci

£ 0 TS 2p
Pentru n = 1 avem f = X &1, pentru n = 2 avem f = X? £ X — 1, iar pentru
n=3avem f=X3— Xj:(Xz—l) .............................................. 3p

Problema 2. a) Demonstrati ca orice inel cu 6 elemente este izomorf cu (Zg, +, -).
b) Este adevarat ca orice inel cu 4 elemente este izomorf cu (Zy, +,-)?

Solutie. a) Ordinul lui 1 in grupul aditiv G = (A, +) al inelului este un divizor al

lui 6, deci poate fi 2, 3 8aU 6 ... .o 2p
Daca 1 are ordinul 2, atunci G nu are elemente de ordin 3, iar daca 1 are ordinul 2,
atunci G' nu are elemente de ordin 2 — fals, conform teoremei Cauchy.............. 2p
Agadar 1 are ordinul 6 §i A = {0,1,2,3,4,5} >~ Zg . ooovoiiiii 1p

b) Este fals: un exemplu este corpul (Fy, +,0), unde Fy = {a +0X | a,b € Zs} cu
adunarea polinoamelor gi inmultirea modulo (X% + X + 1), care se poate descrie prin
(aX +b)o(eX+d)=(bc+ad+ac)X +bd+ac..........cooiiiiiiiiiiiiiii... 2p

Problema 3. Demonstrati cd existd o functie unica f : R — R astfel incat f3(x) +
2f(x) = x, oricare ar fi x € R. Aratati ca f este integrabila si calculati fo x)dx.

Solutie. Conditia se scrie g(f(x)) =z, unde g : R — R, g(t) = t3 + 2t. Cum g este
bijectiva, f este chiar inversa lui g. De asemenea f este continua (fiind inversa unei
functii continue), deci integrabild. ... .. ... ... i 3p

Cu schimbarea de variabild @ = g(t), [ f(z)dz = [} t(3t* + 2)dt =

Problema 4. Fie f:[0,1] — (0,00) o functie continua. Demonstrati ca

1 In(f
/ f(z)dx > eof
0

Solutie. Consideram diviziunea A, = (0,1/n,...,n/n) a intervalului [0, 1] si familia
de puncte intermediare &, = (1/n,2/n,...,n/n). Atunci

e (In(f),An &n) — elmln(kﬁlﬂk/n)) =\ Hf k/n) <

Prin trecere la limita cu n — oo obglnem concluma ............................. 2p

Zf k/n) =o(f,An,&n). ... 5p
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